


سپ ۴ 


| (PROOFS IN MATHEMATICS) 


ای کے کے د اسی طرح ہیں سے دا 
کے لئے۔ خطاطی ۔ ریاضی کے کام میں ثبوت کی 
موجود گی اتنی ہی اہم ہے جتنا کە نظموں میں 
کردا رکی موجود گی۔ 
ولادمیر آرنلڈ* 


1 ارف 


او وسو ں اورگیار ہو ی چاکوں س تم نے جیانات ‏ رکب بیانء اہکار معو اور ایک ان کے ضر شت موضو۔ 
انداز وک رناء ستاو راخ رابکی وجو بات کے پار ے میں بڑھاے_ 


۸.2 ہو کیا سے 


ریاضیالی موت کے بیان شیلہ میانات نات وتا ےء ہرایک جیا نکی وضاحت ای ریف کےساھ باالیکم وضو با ایک ق 
کے ل ےکی جا ےج پیل تی بای جا چکا تتا مرف اجازت د بے کے تی اصصولوں سے اخ اتیل رب ہکا استوا ل کر ے ہیں۔ 

اس طرں ہرنوت اج اتی دیلو ںکی ایک زیر ے بیس میس ہرایک چگ موف ے او تہ ہوتا ے بہت با رکم قضی کو 
سید تھے طور پر غاب تک کے ہی سک قضیہ می نکیاد امیا سے بک نکی با رقضیہ کے برابرخاہ کن قضیکو ہو داب کر نے سے 
آسان ہوا ے۔ بیس ایک فقض کو روط ر ےل سے خاب کر ےکی طرف نے جانا سے براہ راست با پا واسطہاورائس طرح 
مال ششددشھوتہ براوراستثموت اور پا لوا سط شو تکپہلاتے ہیں اورا ی کےا کے برایک کے می لف رات ہے ں 
لن پر یئ بج کی ے۔ 

یراہ را ست موت فض کا و نموت ےڈنس س برادراست موت ر وکر ے OR‏ واگ سے 
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0 سد تھے ور برک ر بت کار یر دلیلو کی ایک تھے جوسید ےکور پھر نما رق ہ ےک کیاد گیا ہے کیا 
ان اگیا ے م وضو کی رو ےر لغوں ا یی بی نابت کے کے سلو ںکی برد سے کک کیا خاب تکرنا ےس 
اصول)ااستما لر کے_ 
زل مثالوں ور کے 
شال 1دکھا ےک گر 0= 5= ے3 = ا2 = رے۔ 


( ووا ے) 6=0+×5¥-*× 
2ایک یی ر تک برابر یرای رعپارت سے بد ےر )0 = (2 -م)(3 - )ج 
( کے ہناۓ گے لہ 0 = جم ج0 = با0 = ہے ام «a, b R‏ لیے )0> 2 با0 > 3ے ج- 
ممادات کے وولو ں طرف کیہاں اشا کر نے سے ادات )2+3>0+2- دا3 +0ھ 3+ 3- × د کیا لی عالت 
کی ملیق۔ 
(بع کے ما تحت جح اعرا کے لے تخل خحصوعیی تک استعا لکر کے ) 2 - 0 3= 0+ ج- 
جع کے ات اعرا رک ترائ خصوصیر یک استعا ل کر کے )2 = با3 = وو 
اس ظرخ 0= 6+ ×5-*× »€ طلب ے3 = × إ2 = × 
تر روضا حت مان ےم دی ہوامیان ہے =٥‏ م + ہو-2 “ادرو تایان ے 3= بد یا 2=“ 
یا ن م ےم ان٣‏ 6ے ہیں 0r‏ = (2-) (3 - ا کبیا ك م ک عبارت 6=0+5%- ٹر کوووسری 
پات (2-٭) (3 )سے بد لے ہیں جوک 6+ 5- × کے براہرے۔ 
© کارت (2-=) (3 - تح سط رخ ارت 6+ 5- تب کے برا بر ے؟ 
رر( مم ایک پار تلودوس؟ عات ےم سط رب بل سکتے ہیس EU‏ 
بی یکو ہی جم عتوں ںاج ا سے ضر بی ےر ہی سے ابر کر کے ہیں ئن 
27 -یی) (0(20-3ھ-)2-(3- اور > 206--3 =O‏ تر 


دوس ری وملک تکل میں جع ہے( مق اصولوں سے ) 
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آکے ہے بیان تھے رححصرے باد با موا ے اور بیان کا ہے۔ 3-0-2-0“ وروچ بات پ یٹ ںوی ی ہیں _ 


یط ریت سل پار ہتاے جب کک مکی تہ پد ا ں۔ 

وملک علق بابک ا اج با تکر نے کے لیے ےل مو کے 

3 7 کر کے پم بنا ے ہی کہ درےے ےس . سے وا کا مطلب ےک ےو“‎ E, 

مال 2: اہی رشن ۸۸ 

کک یا کیا گیا ج 2+5-(0ا کیک یک سے 

گل یذ ٹک کش یک یی ےکر 

( یشک ترف ے) × = × ھک () 7< 0اک7 

(x)= f(x») ب‎ 2x, +5 - 2x, +5 اب دیاگیاے‎ 

( بحسا مقار یسل وولو ں طرف جوڑنے پر) 5-5 + ,×2 = 5-5 + 2x,‏ کک 
2x, +0= 2×, +0‏ 

( سی اعدادیی شک ترا استعا ل کر نے ر ) 2x = 2x‏ ج 

( کی ہاں یرف مقداروں ےکر نے پر وگ وڈ بن 


اس طرںح دبا ہشیش نیک یک ہے۔ 


)41ر یا یکااىالہ 

رای کالہ اہک کت یا ے ایک قضیکوغاب کے کے لیے کار کے ایر یوک لکن ےکی تام وج بات 
رل وشو یں ۔ 

کے ےا یٹ و کے ےار 

e 
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7٦‏ خر 
1e 0 (ii)‏ ل ے ای2 8 


رای کے ایال کے اصول کے مطابتی اکر ایک بیان (ہ) کی سے 1ود“ کے لیے (اورکسی شردعاتی نقظہ کے 
Se Sus‏ ہے وو“ کے کا مطلب ےک 00 8ج سے 1ج - n‏ بک مررز < 
بھی ہوسکنا ے )ب یا ن ک کی شت جع مرد ہے لے تام < کے لیے 

اب تم ذ یل مثالوں ورد ےت ہیں۔ 
مال 3دکھا ےک اگر 


9۵ء 0 )۲ وہہ و ص0 cos Û‏ 7 
0۵ ور وہہ |-gsin nO‏ ` کے" ص۵ مم |-sinO0‏ ` 


گل ہادے اس سے 
cosn O 87 0‏ 





-sin n0 cos n 0 


P(A) : 3 


P():A! cos Û sin Û 
-sinO0 cos 0 وٹ کے ہیں‎ 
ج‎ ٣ا‎ 
ان ےن‎ 
, | coskO sinkO 
P(K): A" = 
-sink O0 cos ۵ 


م بی تکرنا جات می ںکہ(۱ ۲۰ ق جج بک ٥١۵‏ ہے ءلشنی۔ 
پیوس طس سے یی 
اب ۸= A‏ 

کی کے ۳)0 ہے۔ ہمارے پا ے۔ 


۸۴۶۱ ہہ ے‎ ٢ sink O) cosO sin 0 
-sink O0 :ہم‎ 60۱۱ —sinO0 cosO 


2020-1 


رای 278 


cosk O cos Û — sin 6 Û cosk 0 sin 0 + sîn KK 0 cos Û 
-sin k 0 cos 0 - cos kK Osin 0 —sin Kk Osin 0 + cos 06ء‎ cos 0 
اضرب ے)‎ ( 


cos (Kk +1)O0 sin (kK +1)0 
-sin(k +1)0 cos (kK +1)0 


ال ق ہے ج بک ٥09‏ ج 
ای ےقام 1 < (ر ی کےامالہ کے اصول ے ) 


(ززنم اع یراورا (Proof by Cases or by exhaustion) Zi SY"‏ 
ای میا کوشا تک ےکا ربق ج و صرف ای ون سے ج بکہ م ک وی تیروں یں و ڑاجا کے( شال کے طور 
r,s,‏ 07۴۷۷( جہاں' ۷لیا کے لیے ایک شان ہو۔) 
اکرمالت ب ٹیں جم 
وجو 
و < 
بر سب نابت ہو گے میں ءنب ۹(۹( ۳۷)( ایت ہو کا ےا کہ و ایت ہو کا ے۔ شرو ضہ کے ہر 
0" ھ2 ےک بتو جرے۔یا ی ونت یور سآ سان سے جب رای 
مشا ل 4 رکا ےک ایک شلث 0 ۸ مہ 
a = b cos C +c cos B‏ 
ا BC‏ ۸ ایک شلث ےد ے م۸0 BOZÊ BC‏ کو کے بڑھا کے اگرضروری مو ) جیا اکم ہے 
ہی ںککوئ یبھی خلت یات حادہزادیہ امقر زاو ہے یا زاو رقا تک موتا چا سے ١م‏ کون جیانات می لفذڑ کے ہیں + اور 
بس چجہاں 
BC :‏ ایک زاو ہے عادو شلث سے جہال ہے ایل عادہز او وے- 
د: ۸3 ایک زاو یضر بشلث ے.جہاں ہے ای رج زاوہوے- 
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1 ایک زا دیق امم شلث ےء جال جیا E‏ 


اط رح , پھ ست لاون یرول( ) کے ذر لی ا 
رن جر کے کےعادوزاویہ ے( کل ۸1.1) 


۸ “0007 0 
—— -0۵ 
AB 
BD =AB cos B 
c b 
=c cos B 
م زاوی شل ث ۸0۷ ے‎ 0 
CD 
B 7 C  -> ۱۱ 
1 D AC 
(ک۸1.1)‎ 
سى‎ cD =AC cos C 
=b cos C 
CD =AC cos ٥با‎ 
=b cos C 
)۸1 شس (ذؤ جب کے زاو شرو ے( ل2‎ 
تام زاوی شلث ۸08 ے‎ 
BD 
= COS B 
AB 
BD =AB cos B 
=c cos B 
ے‎ ۸5D CJ ق اکم زاوی م شلٹ‎ 


ACD‏ ے نت 
AC‏ 


=cos (180° - ©) 
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= ۔-‎ cos C 

cD = AC cos C‏ سی 
cos C‏ ۔- 

810-0-)8- واب 


cos B— (bcos C)‏ سو 





a=c cos B+D cos C 2ے‎ 


وا۔۔۔ 
یرس )ون ج ہک ےر قائم زاوی شلث ہے( کل13 ۸) 


شل ر۸1 
0 م زاوی شل 08 ۸ ے 


B 1 € 


BC 
——=cos B 


A AB 
BC =AB cos B 
a =c cos B, 
ر7‎ ٠ اور‎ cos )٥-ط‎ cos 90° = 0 


ا طرں پھر کے ہیں 


a =0 + c cos B 


B 0 C 
= b cos C + c cos B... (3) 
۸8 کل‎ 
(1)ء(2)اور(3) سے کم پہدکھاے ہیں (اداکر تے ہیں )کہ‎ 


a=b cos Ctc cos B 
ر )سے ود rثاہت ہولے‎ 
ر (1) ہے ود و ٹاہ ہواے‎ 


ئر (ززز) ےو د دخابت ہو اے 


ار یں ے8 YEN‏ ثابت موا ے می وج ررخا بت ہواے۔ پالواسطہمطور ړو ے ہوئے 
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فضی خاب تکرتے ہیں ج کرد کے ہو ے تہ کے باب موتا ے۔ 


() لضا ےڈ ر شوت (ریڈو سئیواڑ اب سردم ): ب ہاں ہم ہے ےو ر ے 
نکد یا مواییان فاط ےن کے اصولوں سے ہم ایک نیہ کک ہیں ج کہ مانے ہو ہیں کے متضاد سے 
اورا ں رع م یاناز وکا کے ہی نک ہکم نے جج مانا و خلط سے اور ا ل ط رح دی ہوابیالن درست ے- 


تم اب ا سط ری کو ایک مثا ل کے ذ رر بے ھا ے ہیں ۔ 
مشا ل 5 دکھا ےک تھا مضرداعداولامحدودہوتے ہیں 


کل : مان بے متا مفرداعداد سیٹ ہے۔ اکم اس بیا کا الا لیے ہیں تا مغر داع رادا سیٹ لا مد ووکیں ے “تی جم 
ات ہک تتام مفرداعدادکا بیٹ رود ے۔ اس ط رح م تیا مغرو اعدا وک فبرست بنا کل ہیں کے (مان جے ) 
پا ...., وط Pa,‏ ,۳ یڈ ٹک تج ےک ہم نے مہمانا ےک کوٹ بھی مفردعدد o loses‏ تا عاو یں ے_ 
ابگورکھےلہ (1) ... 1+ N = (P, ۶, P,...P)‏ 

رت یں ہیں سے کہ ولہپ م ست یں موچ وی ار ا 

ا ےا رر 

اکر ایک شر وعو ےب (1) سے الا ایک مفردعددموجودے فرت میں مو جو یں سے 

دو ری طرف اکر روع رو ے۔ اک ایک مشر وشم اموک کے س ا 
کک کیرک سب می ١‏ با چنا ے۔ ای ررم عیرست ل1 ےد اونا سے ۔ 

ا ی رع ہمارامان اکا مفرداعدرادکا بی ٹک ر وو ے غلط ے_ 

اس ےت م شرداع ارک بیٹ لاگ روو ے۔ 


چ لوٹ مشابرہ ع ےکا و یکا شوت کین تیرو کے نوک ربق استعا لر ے ہیں_ 





10د کے ٢ہ‏ کے بیالن کے ضر شت کے استمال ےنوت 
ایک صر ہک ضدشت و - شر ی نموت د ےکی مہا ے ہم اس کے معاول اہ کے ں٤‏ ہد ہج پر 
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( با خودا سکی جار کر کے ہیں-) 


ضر ہکا ضر شت فال ناوشر وض کو بی میں بد لے اوردونو ں کوس یکر نے سے حاص کیا ہا کا ے۔ 
مثا ل 6 اہ یک ےشن ہر : ۸+۸ + ک 5+ 2-( :سے یا نکی اگاس ےکی کی ے۔ 
کل اشن بک ۔ بک ےمر AS ALN o‏ 
اس کا استعا لککرے ہیں دکھانا ےک 2+57 = 5+ ×2“ ہ۸ = ۸“ و ج مک کل کا ےه جہاں 
5+ 2 = 5 + 2 ءجرےاور ود = :4 ےم ا سے شال 2ں برام را سط ری سےخاب کر کے ہیں۔ 
تم اسے بیان کےگس تقائل استتوا کر کےبھی خا کر کے ہیں ۔ اب اس میا نکاس تال م ج q‏ ےی 
سی بل کا گر رد / = (بد) کر ب × = کے اگر د۶ (جد)کر 2 ند) کر“ 


اب 3د 
د2 ےج ار چ 
5+ را + 5+ ر7 سے 


(جد) إ ٭(د)/[ ی 

ا ج- و ہک معاول ےم ج کے موت سے 
شال 7 وکیا سے وک گر ارس دا ل یں ہے تب خی رنا در سے 
ے نتط ع e‏ وی ET‏ ہے ادروے 
نہ ایک رنادرے؟ 

د سے ہوے بیا نکوخا ہم تک رن ےکی میا ے چم ا کس اکل غاب کے ہیں سء ےہ نے 
تب اتس خیرقع یں نہیں ہے۔ 

ایک ۸ ایک یب رنادرماترس ے تب ا کا مطلب ےکا نادرے میتی ء 

۸۷0 


نے سوج یں ے 2 ام کو0 ۸ اے۔ 
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اسر ۴ھ نے ناب تکردیاے کہ اکر ۸ ایک یم رنادد مات کل یں سے ہب ۸ تال میں یں ےجو 
ا لے رکا ھی سے نب فرادرے۔ 


)ذذ ای ک (Coun te)‏ ال ےر ےقھوت 

ر اص یک تار ںہ ببت سے ا لے موا لے موجود ہیں جہاں ایک میا نک روت معلو م کر ےک تما ماو یں نا کا م ری ہیں 
اور جیا نکی ق ت ہرک بے اوی کلک مو پان ے۔ 

اط رح کے عالات یہ یما ر ے ےب رکم اس طر کی ایی مق ل معلو مک ریس جہاں جو بیا نکوخاط شاب تکمردے۔ وہ 
ال جھ یا غار ىک ر سے یش ل ہلا ےکرک فض یکا روت ودم لک یک فض وٹ ےکم )ا ر2 
شال 8راک کے لے 1+ ”1,2 ایک مردے(ےہر) 

شت : یرای بارس جا تھا وکا کو نظ رکھت ہو ےک 

ای نررے وو سپ و 

ار ے17= کو ےپ *2 

ا ررے 257 =[ 6وس 27 

الاک یرمس عا کیا وا کا سے .لان ء وق عائی طور پر بدکھاگیاتھاکہ 

7 232+1ے 1+ "22 

کدی سے بو 4294967297-641×6700417(رواءرارکا ءا لضرب) 

اس لیے عا طور کے لیےء 1+ 2 کاٹی ےا عا ما صو لک خلط غاب تکرنے کے لیے ایی تالف شال ے۔ 

ال رپ نے ہام تکردیا ےک مام اول کے ے 1+ 2 ایک مفرد ہے(ہہجے (و) کے لیے عا طور رٹنیس ے۔ 
شال 9 رسمسل فطاع لتفرق پزنرے۔ 


تہوتں: تم یرش کل ےکور کے ہیں جود ےے گے ہیں۔ 
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(i) کے کا تو‎ 
(ii) g(x) = e 
(iii) HO) ے‎ SRS 


ہشن کی تام ت روں کے کل ہیں۔ گرم ا نکی قفرت پذ می کی جاک یی ہم نے دیکھا مہ کی تام 
ن روں کے ترپ ے ہیں۔ یں اس بات پر لی نکرنے کے لی جبورکر یتاس ےک موٹی طور ہی سلس ل شن 
نزن پڑرے“ 3 موتا ےکن کم ایک اش ای فرق پذ میک اک جا کرس جک ہد ماگیاہے |-(10 “سے جک 
سمل ہہ کے ہی ںکہ ی0 یرن پ انیس ہے۔ ا کا مطلب ےک بیان ”نہ ایک سس کش نف رق پیر ہے 
فط ے ماعطو باسح ایی شن اد٥“‏ یا کف ناب تک نے کے کان ہے۔اس لے 1-۳ “ایک 
الف مثا ل ہلان ےا ے یناب تکر نے کے ےکی رای سکس لیکش نتذرق پز مر ہوتاے۔“ 





۰ 
¢ 





2020-1 


